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O Sturm-Liouvilleovi teoriji
Povzetek
V tem delu se spoznamo s Sturm-Liouvilleovo teorijo, ki predstavlja mo£no orodje
za obravnavo razli£nih problemov. Diferencialne ena£be, ki pogosto nastopajo v
modelu nekega zikalnega pojava, lahko prevedemo na problem iskanja lastnih vre-
dnosti in lastnih funkcij diferencialnega operatorja. Izkaºe se, da je sistem lastnih
funkcij pri dolo£enih pogojih kompleten, zato lahko re²itve za£etne diferencialne
ena£be izrazimo kot linearne kombinacije lastnih funkcij. Tak na£in re²evanja dife-
rencialnih ena£b najprej demonstriramo na primeru Besselove ena£be, ki jo dobimo
iz ve£razseºne valovne ena£be, potem pa se dotaknemo ²e osnovnih pojmov kvantne
mehanike in prek metode separacije spremenljivk re²imo Schrödingerjevo ena£bo za
problem kvantnega harmoni£nega oscilatorja.
On Sturm-Liouville theory
Abstract
In this paper we discuss the Sturm-Liouville theory, which has proven to be a useful
tool when dealing with a variety of problems. Dierential equations that often pre-
sent themselves when modelling physical phenomena can be reduced to the problem
of nding eigenvalues and eigenfunctions of a dierential operator. It happens to
be that the system comprised of all eigenfunctions is complete under certain con-
ditions and that, therefore, each possible solution of the dierential equation can
be expressed as a linear combination of the eigenfunctions. We demonstrate this
method of solving dierential equations in the case of the Bessel equation, which we
derive from the multidimensional wave equation. We also acquaint ourselves with
the very basics of quantum mechanics and via the method of separation of variables
solve the Schrödinger equation for the problem of quantum harmonic oscillator.
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1. Uvod
Sturm-Liouvilleova teorija je nastala med raziskovanjem metode separacije spre-
menljivk za re²evanje parcialnih diferencialnih ena£b. To metodo utemeljuje in
hkrati posplo²i Fourierovo idejo razvoja funkcije v vrsto iz trigonometri£nih funkcij.
Kot motivacijo za obravnavo sebi adjungiranih operatorjev najprej omenimo si-
metri£ne matrike in njihove klju£ne lastnosti. Sledijo denicije adjungiranega ope-
ratorja in funkcijskega prostora, na katerem deluje, s £imer postavimo temelje za
celotno delo. V razdelku 4 si podrobno ogledamo Sturm-Liouvilleov problem in pri-
padajo£i operator, katerega lastne funkcije in lastne vrednosti imajo posebej ugodne
lastnosti. Razdelek zaklju£imo z dokazom kompletnosti lastnih funkcij, pri £emer
predpostavimo, da lastne vrednosti tvorijo nara²£ajo£e zaporedje z limito v neskon£-
nosti.
Razdelek 5 je posve£en Besselovim funkcijam. V njem pokaºemo, kako iz valovne
ena£be dobimo Besselovo ena£bo, to pa postavimo v okvir Sturm-Liouvilleove teorije.
Kot re²itve ena£be dobimo pomembne Besselove funkcije.
V zadnjem razdelku poskusimo £im bolj intuitivno preiti iz klasi£ne v kvantno
mehaniko. Preko analogij posku²amo razumeti, zakaj opazljivke v kvantni mehaniki
predstavljajo sebi adjungirani operatorji in da Schrödingerjeva ena£ba predstavlja
zakone gibanja podobno, kot jih predstavljajo Newtonovi zakoni v klasi£ni mehaniki.
Kon£amo s problemom kvantnega harmoni£nega oscilatorja, ki ga re²imo na zvit
algebrai£en na£in.
2. Simetri£ne matrike
Oglejmo si nekatere lastnosti simetri£nih matrik.
Denicija 2.1. Matrika A ∈ Rn×n je simetri£na, £e velja A = AT .
e je A ∈ Rn×n simetri£na, potem v standardnem skalarnem produktu velja
⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩.
Trditev 2.2. Za simetri£no matriko A ∈ Rn×n velja:
(1) lastni vektorji, ki pripadajo razli£nim lastnim vrednostim, so paroma pravo-
kotni,
(2) A ima realne lastne vrednosti,
(3) A lahko diagonaliziramo, tj. A = QDQT , kjer je D ∈ Rn×n diagonalna
matrika z lastnimi vrednostmi A na diagonali in Q ∈ Rn×n obrnljiva matrika
s stolpci iz ortonormiranih lastnih vektorjev matrike A.
Dokaz. (1) Naj bosta x in y lastna vektorja matrike A za razli£ni lastni vrednosti λ
in µ. Ra£unajmo
λ⟨x, y⟩ = ⟨λx, y⟩ = ⟨Ax, y⟩
= ⟨x,ATy⟩ = ⟨x,Ay⟩
= ⟨x, νy⟩ = ν⟨x, y⟩.
Torej je
(λ− ν)⟨x, y⟩ = 0
in ker
λ− ν ̸= 0,
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je
⟨x, y⟩ = 0,
zato sta x in y pravokotna.
(2) Naj bo λ ̸∈ R lastna vrednost matrike A in x pripadajo£i lastni vektor. e
konjugiramo enakost
Ax = λx,
dobimo
Ax̄ = λ̄x̄.
Dobili smo novo lastno vrednost λ̄ s pripadajo£im lastnim vektorjem x̄. Po prej²nji
to£ki je
⟨x, x̄⟩ = 0,
ampak
⟨x, x̄⟩ = ∥x∥2 > 0.
Lastne vrednosti A so torej realne.
(3) Simetri£ne matrike so normalne, tj. AAH = AHA, kjer H predstavlja ko-
njugiranje in transponiranje. Iz Algebre 1 vemo, da je normalnost ekvivalentna
diagonalizabilnosti. □
Za simetri£no matriko A in x⃗ = x⃗(t) glejmo vektorsko diferencialno ena£bo
dx⃗
dt
= Ax⃗
pri za£etnem pogoju
x⃗(0) = x⃗0,
za nek x⃗0 ∈ Rn. Ker obstaja baza prostora iz ortonormiranih lastnih vektorjev
{e⃗1, e⃗2, . . . , e⃗n} matrike A z lastnimi vrednostmi λ1, λ2, . . . , λn, lahko pi²emo
x⃗(t) = α1(t)e⃗1 + . . .+ αn(t)e⃗n,
kjer so αi(t) za i = 1, . . . , n skalarne funkcije. To vstavimo v za£etno ena£bo in
dobimo
∞∑︂
k=1
α′k(t)e⃗k =
∞∑︂
k=1
λkαk(t)e⃗k.
Ker so lastni vektorji med seboj paroma pravokotni, sledi
αk(t) = αk(0)e
λkt,
kjer αk(0) dobimo iz za£etnega pogoja. Re²itev za£etne ena£be je torej £asovno
odvisna linearna kombinacija lastnih vektorjev matrike A
x⃗(t) =
n∑︂
k=1
αk(0)e
λkte⃗k.
Isti princip bomo uporabili pri re²evanju parcialnih diferencialnih ena£b, ko bomo
sledili metodi separacije spremenljivk. Klju£na razlika bo, da prostor ne bo ve£
kon£no razseºen, saj bomo lastne vektorje iskali v prostoru funkcij.
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3. Sebi adjungirani operatorji
Simetri£ne matrike so poseben primer splo²neje deniranih sebi adjungiranih ope-
ratorjev. Ti si s simetri£nimi matrikami delijo pomembne lastnosti. Zapi²imo na-
slednji deniciji, prirejeni po [14].
Denicija 3.1. Naj boH Hilbertov prostor in L linearen operator, katerega domena
D(L) je gost vektorski podprostor v H in njegova zaloga vrednosti podmnoºica
H. Domena D(L∗) adjungiranega operatorja L∗ je mnoºica vseh y ∈ H, za katere
obstaja z ∈ H, da velja
⟨Lx, y⟩ = ⟨x, z⟩, ∀x ∈ D(L).
Deniramo L∗y = z.
Denicija 3.2. Operator L je sebi adjungiran, £e zanj velja
L = L∗.
Na tem mestu denirajmo ²e Hilbertov prostor, na katerega se bomo navezovali
v prihodnjih razdelkih.
Denicija 3.3. Naj bosta a, b ∈ R taka, da je a < b in r : [a, b] → (0,∞) pozitivna
zvezna funkcija. Hilbertov prostor L2r(a, b) je potem prostor kvadratno integrabilnih
funkcij glede na skalarni produkt
⟨f, g⟩r :=
∫︂ b
a
f(x)g(x)r(x) dx,
natan£neje
L2r(a, b) = {f : [a, b] → R;
∫︂ b
a
f 2(x)r(x) dx <∞}.
Prostor L21(a, b) bomo ozna£evali kar z L
2(a, b).
Opomba 3.4. Integral, ki nastopa v zgornji deniciji, je Lebesgueov. Ve£ o Lebe-
sgueovem integralu lahko preberemo v [3, poglavje 6].
V nadaljevanju bomo obravnavali linearne diferencialne operatorje drugega reda,
zato zapi²imo ²e naslednjo denicijo.
Denicija 3.5. Naj bo
L[u] =
∑︂
0≤i≤n
ai(x)u
(i)
linearni diferencialni operator reda n z gladkimi koecienti ai in u ∈ Cn[a, b]. For-
malni adjungirani operator operatorja L deniramo kot
L∗[v] =
∑︂
0≤i≤n
(−1)i(ai(x)v)(i).
Opomba 3.6. Znano je, da je prostor Cn[a, b] za n ≥ 1 gost v L2[a, b].
Pri deniciji formalnega adjungiranega diferencialnega operatorja nismo upo²te-
vali skalarnega produkta in na prvi pogled formulo napisali neutemeljeno. Obi£ajno
pa gledamo operator nad prostorom funkcij, ki zado²£ajo takim robnim pogojem,
da se pri integraciji po delih izni£i del brez integrala. e upo²tevamo to lastnost, se
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lahko prepri£amo, da zgornjo denicijo dobimo, £e dani operator opazujemo glede na
skalarni produkt ⟨u, v⟩ =
∫︁ b
a
u(x)v(x) dx. Ra£unajmo za 0 ≤ i ≤ n in Lu = aiu(i):
⟨Lu, v⟩ =
∫︂ b
a
aiu
(i)v dx
= aiu
(i−1)v|ba −
∫︂ b
a
u(i−1)(aiv)
′ dx.
Zdaj upo²tevamo, da se prvi se²tevanec izni£i in preostanek ²e (i−1)-krat integriramo
po delih. Dobimo
⟨Lu, v⟩ = 0 + (−1)i
∫︂ b
a
u(aiv)
(i) dx
= ⟨u,L∗v⟩.
Poseben primer zgornjega ra£una najdemo ²e v zgledu 3.8.
Denicija 3.7. e za formalni ajdungirani operator L∗ velja L = L∗ in sta domeni
D(L) in D(L∗) enaki, je operator L sebi adjungiran.
Oglejmo si primer formalno sebi adjungiranega diferencialnega operatorja deni-
ranega na prostoru dvakrat zvezno odvedljivih funkcij na danem intervalu.
Zgled 3.8. Naj bo L = d2
dx2
operator na prostoru V = {f ∈ C2[a, b]; f(a) = 0, f(b) =
0} glede na skalarni produkt ⟨f, g⟩1 =
∫︁ b
a
f(x)g(x) dx. Pokaºimo, da za L in f, g ∈ V
velja ⟨Lx, y⟩1 = ⟨x,Ly⟩1.
⟨Lf, g⟩1 =
∫︂ b
a
f ′′(x)g(x) dx
= f ′(x)g(x)|ba −
∫︂ b
a
f ′(x)g′(x) dx
= 0− f(x)g′(x)|ba −
∫︂ b
a
f(x)g′′(x) dx)
= ⟨f,Lg⟩1.
Preverimo lahko, da so lastne funkcije tega operatorja
vn(x) = sin
(︂√︁
λnx
)︂
, n = 1, 2, . . .
pripadajo£e lastne vrednosti pa
λn =
(︃
nπ
b− a
)︃2
, n = 1, 2, . . .
Povejmo ²e, da je operator L = d2
dx2
formalno sebi adjungiran. □
4. Sturm-Liouville
Denirajmo zdaj Sturm-Liouvilleov problem in pripadajo£i diferencialni operator.
Kot predloga tega razdelka je sluºila knjiga [10, poglavje 6].
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Denicija 4.1. Sturm-Liouvilleov lastni problem z robnimi pogoji
(p(x)u′(x))′ + q(x)u(x) + λr(x)u(x) = 0, a < x < b,(1)
Ba[u] := αu(a) + βu
′(a) = 0,(2)
Bb[u] := γu(b) + δu
′(b) = 0.(3)
je regularen, £e nastopajo£e funkcije ustrezajo pogojem
p, p′, q, r ∈ C[a, b], p(x), r(x) > 0, ∀x ∈ [a, b]
in za konstante velja
α, β, γ, δ ∈ R, |α|+ |β| > 0, |γ|+ |δ| > 0.
V primeru, ko so robni pogoji oblike
u(a) = u(b),(4)
u′(a) = u′(b),(5)
pravimo, da je problem periodi£en.
Denicija 4.2. Sturm-Liouvilleov operator L deniramo kot
L(u) = (pu′)′ + qu,
kjer sta p in q realni funkciji.
Ena£bo (1) lahko torej pi²emo tudi kot
L(u) = −λr(x)u(x).
Opomba 4.3. Zgoraj deniran problem je nekoliko druga£en od tipi£nega lastnega
problema, saj na desni nastopa ²e uteº r. Njeno vlogo razjasnimo kasneje.
Klju£na lastnost operatorja L je simetri£nost.
Trditev 4.4. Operator L(u) = (pu′)′ + qu je glede na navadni skalarni produkt
simetri£en v prostoru dvakrat zvezno odvedljivih funkcij na danem intervalu hkrati
z robnimi pogoji, tj. za u, v ∈ C2[a, b], za kateri velja (2) in (3) ali (4) in (5), je
⟨Lu, v⟩1 = ⟨u,Lv⟩1.
Dokaz. Oglejmo si izraz uL(v)− vL(u). e upo²tevamo pravilo za odvod produkta,
dobimo
uL(v)− vL(u) = u(pv′)′ + uqv − v(pu′)′ − vqu
= (upv′)′ − u′pv′ − (vpu′)′ + u′pv′.
Iz tega sledi tako imenovana Lagrangeova identiteta
(6) uL(v)− vL(u) = [p(uv′ − vu′)]′.
e to integriramo na intervalu [a, b], dobimo∫︂ b
a
(uL(v)− vL(u)) dx = p(uv′ − vu′)|ba.
e predpostavimo, da u in v zado²£ata robnim pogojem (2) in (3) regularnega
problema ali (4) in (5) periodi£nega problema, dobimo, da je
p(uv′ − vu′)|ba = 0.
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To pomeni, da je ∫︂ b
a
uL(v) dx =
∫︂ b
a
vL(u) dx
⟨L(u), v⟩1 = ⟨u,L(v)⟩1.
Operator L je torej simetri£en. □
Oglejmo si, kako izgleda formalni adjungirani operator Sturm-Liouvilleovega ope-
ratorja. Najprej zapi²imo L v obliki
Lu = pu′′ + p′u′ + qu.
Po deniciji je
L∗u = (−1)2((pu)′′ + (−1)1(p′u)′ + (−1)0(qu)
= p′′u+ 2p′u′ + pu′′ − p′′u− p′u′ + qu
= p′′u+ p′u′ + qu
= (pu′)′ + qu.
Velja torej
L∗u = Lu,
zato je Sturm-Liouvilleov operator formalno sebi adjungiran.
Opazimo ²e, da oblika Sturm-Liouvillovega operatorja ni poljubna, saj koecienta
pri u′′ in u′ nista neodvisna. e gledamo operator A, ki slika funkcijo u po predpisu
Au = pu′′ + qu′ + su,
lahko A zapi²emo v obliki iz denicije 4.2 le, £e velja
q = p′.
Vsak linearni diferencialni operator drugega reda namre£ ni nujno sebi adjungiran
(ni niti simetri£en) glede na navadni skalarni produkt. Tega moramo malo popraviti
z uteºjo. Za primerno funkcijo r : [a, b] → R+ deniramo torej nov skalarni produkt
⟨f, g⟩r =
∫︂ b
a
f(x)g(x)r(x) dx,
v katerem je L sebi adjungiran. Naslednja trditev, prirejena po [12, poglavje 9.4],
nam pove, kako izbrati tako uteº r.
Trditev 4.5. Naj bo I = (a, b) ⊂ R interval, p, q in s realne funkcije, ki zado²£ajo
p′′, q′, s ∈ C(I) in naj bo operator A deniran s predpisom
Au = pu′′ + qu′ + su.
Denirajmo
r(x) :=
1
p(x)
e
∫︁ q(x)
p(x)
dx.
e je p povsod istega predznaka in enaka ni£ le na mnoºici z mero ni£ ter funkcija
q
p
integrabilna na intervalu I, potem je operator A simetri£en v prostoru
U = {u ∈ C2[a, b];Ba[u] = Bb[u] = 0}
ali v periodi£nem primeru
V = {u ∈ C2[a, b];u(a) = u(b), u′(a) = u′(b)}
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glede na skalarni produkt
⟨u, v⟩r =
∫︂ b
a
u(x)v(x)r(x) dx.
Dokaz. Ra£unajmo
rAu = rpu′′ + rqu′ + rsu
= e
∫︁ q
p
dxu′′ +
q
p
e
∫︁ q
p
dxu′ + rsu
=
(︂
e
∫︁ q
p
dxu′
)︂′
+ rsu.
Naj bosta
p̂ := e
∫︁ q
p
dx
in
q̂ := rs.
Potem lahko pi²emo
Âu : = rAu
= (p̂u′)′ + q̂u.
Sledi, da je
⟨Au, v⟩r =
∫︂ b
a
rAuv dx
=
∫︂ b
a
(p̂u′)′v + q̂uv dx
= ⟨Âu, v⟩1.
Problem smo prevedli na trditev 4.4 za operator Â. □
Diferencialna ena£ba v Sturm-Liouvilleovem problemu je posebne oblike. Kot
posledico prej²nje trditve zapi²imo, kaj velja za splo²nej²o linearno diferencialno
ena£bo drugega reda.
Posledica 4.6. Vsako navadno linearno diferencialno ena£bo drugega reda
L(u) = a(x)u′′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(x)
lahko prevedemo na diferencialno ena£bo oblike
(p(x)v′(x))′ + q(x)v(x) = F (x).
Dokaz. Po trditvi 4.5 nastavimo
r(x) =
1
a(x)
e
∫︁ b(x)
a(x)
dx
in opazujemo ena£bo
r(x)L(u) = r(x)f(x). □
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4.1. Lastnosti Sturm-Liouvilleovih lastnih funkcij in lastnih vrednosti.
Vemo, da lahko po Gram-Schmidtovem postopku ortogonaliziramo vsak sistem ne-
odvisnih vektorjev, ni nujno, da bo ta sistem baza celotnega prostora. Sistemom, ki
so baza celotnega prostora, re£emo kompletni sistemi in predstavljajo jedro Sturm-
Liouvilleove teorije. V tem razdelku bomo predstavili nekaj klju£nih lastnosti lastnih
funkcij in lastnih vrednosti regularnih in periodi£nih Sturm-Liouvilleovih problemov.
Trditev 4.7. Lastne funkcije, ki pripadajo razli£nim lastnim vrednostim regularnega
ali periodi£nega Sturm-Liouvilleovega problema, so pravokotne glede na skalarni pro-
dukt
⟨f, g⟩r =
∫︂ b
a
f(x)g(x)r(x) dx,
kjer je r funkcija, ki nastopa v deniciji Sturm-Liouvilleovega problema.
Dokaz. Naj bosta un in um lastni funkciji, ki pripadata razli£nima lastnima vre-
dnostma λn in λm. Ti dve funkciji zado²£ata tudi ustreznim robnim pogojem, zato
lahko upo²tevamo simetri£nost operatorja L in pi²emo
0 = −
∫︂ b
a
(unL(um)− umL(un)) dx
=
∫︂ b
a
λmunumr − λnumunr dx
= (λm − λn)
∫︂ b
a
unumr dx
= (λm − λn)⟨un, um⟩r.
Ker je (λm − λn) ̸= 0, sta un in um pravokotni glede na dani skalarni produkt. □
Trditev 4.8. Lastne vrednosti regularnega in periodi£nega Sturm-Liouvilleovega ope-
ratorja so realne.
Dokaz. Dokaz je enak kot za matrike. □
Trditev 4.9. Lastne vrednosti regularnega Sturm-Liouvilleovega problema so eno-
stavne.
Dokaz. Naj bosta u in v lastni funkciji, ki pripadata lastni vrednosti λ. Velja torej
L(u) = −λru,
L(v) = −λrv,
zato je
vL(u)− uL(v) = 0.
Spomnimo se Lagrangeove identitete
uL[v]− vL[u] = [p(uv′ − vu′)]′.
Sledi
Q(x) := p(x)(u(x)v′(x)− v(x)u′(x)) = konstanta.
e iz robnih pogojev regularnega problema izrazimo
u′(a) = −αu(a)
β
,
v′(a) = −αv(a)
β
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in vstavimo v Q(a), dobimo, da je
Q(a) = 0.
Podobno dobimo tudi
Q(b) = 0.
Ker je p > 0, je tudi determinanta Wronskega
W :=
⃓⃓⃓⃓
u v
u′ v′
⃓⃓⃓⃓
= uv′ − vu′
enaka ni£ v robnih to£kah intervala. Iz Analize 3 vemo [12, poglavje 3], da iz tega
sledi odvisnost u in v. Linearno diferencialno ena£bo drugega reda iz regularnega
problema lahko namre£ prevedemo na sistem dveh linearnih diferencialnih ena£b
prvega reda. Determinanta fundamentalne matri£ne re²itve tega sistema pa se ujema
z determinanto Wronskega. □
Na tem mestu se vpra²ajmo, £e za Sturm-Liouvilleov problem sploh obstaja ka-
k²na lastna vrednost. Standardni dokaz za obstoj lastnih vrednosti matrik namre£
uporabi karakteristi£ni polinom in ga zato ne moremo posplo²iti na operatorje na
neskon£no razseºnem prostoru. Naslednji izrek, ki ga zaradi zahtevnosti ne bomo
dokazali, pove, da regularen in periodi£en Sturm-Liouvilleov problem dopu²£ata la-
stne vrednosti in da je njun spekter diskreten in navzdol omejen. Dokaz je dostopen
v [6].
Izrek 4.10. Mnoºica vseh lastnih vrednosti regularnega Sturm-Liouvilleovega pro-
blema je strogo nara²£ajo£e zaporedje. Ozna£imo to zaporedje z
λ0 < λ1 < λ2 < . . . < λn < λn+1 < . . .
Obstaja neskon£no mnogo lastnih vrednosti in limn→+∞ λn = ∞. V periodi£nem
primeru pa velja, da je tako zaporedje le nepadajo£e, saj dovolimo ve£kratne lastne
vrednosti.
Posledica 4.11. Za regularen ali periodi£en Sturm-Liouvilleov problem lahko naj-
demo neskon£no zaporedje ortonormiranih realnih funkcij v prostoru L2r(a, b).
Posledica 4.12. Zaporedje lastnih vrednosti je navzdol omejena podmnoºica realnih
²tevil.
Metoda separacije spremenljivk temelji na naslednjih izrekih.
Izrek 4.13. Ortonormiran sistem vseh lastnih funkcij regularnega ali periodi£nega
Sturm-Liouvilleovega problema je kompleten v prostoru L2(a, b).
To pomeni, da lastne funkcije Sturm-Liouvilleovega operatorja tvorijo bazo pro-
stora L2(a, b) in lahko vsak njegov element zapi²emo kot (neskon£no) linearno kombi-
nacijo lastnih funkcij. e predpostavimo, da je funkcija, ki re²i diferencialno ena£bo,
tudi element prostora L2(a, b), jo torej lahko zapi²emo kot linearno kombinacijo z
zaenkrat neznanimi koecienti.
Zapi²imo ²e nekoliko splo²nej²i izrek o kompletnosti sistema lastnih funkcij.
Izrek 4.14. Naj bo L sebi adjungiran operator, deniran na domeni D, ki je gosta
v prostoru s skalarnim produktom H. Predpostavimo, da lahko zaporedje lastnih vre-
dnosti operatorja L uredimo po velikosti in da ima to zaporedje limito v neskon£nosti,
tj.
λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ λn+1 ≤ . . .
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in limn→+∞ λn = ∞. Lastni podprostor vsake lastne vrednosti naj bo kon£no razse-
ºen, razpenja naj ga mnoºica paroma pravokotnih lastnih funkcij. Potem je sistem
vseh lastnih funkcij kompleten.
Pri dokazu bomo uporabili Rayleighev kvocient in lemo o najmanj²i lastni vre-
dnosti Sturm-Liouvilleovega problema.
Denicija 4.15. Funkcijo R : C2(a, b) → R denirano s predpisom
R(u) = −
∫︁ b
a
uL(u) dx∫︁ b
a
u2r dx
,
kjer je L Sturm-Liouvilleov operator, imenujemo Rayleighev kvocient.
Lema 4.16. Najmanj²a lastna vrednost λ0 regularnega Sturm-Liouvilleovega pro-
blema zado²£a naslednjemu variacijskemu principu:
(7) λ0 = inf
u∈V
R(u) = inf
u∈V
−
∫︁ b
a
uL(u) dx∫︁ b
a
u2r dx
,
kjer je
V = {u ∈ C2([a, b]);Ba[u] = Bb[u] = 0, u ̸= 0}.
e ve£, inmum Rayleighevega kvocienta je doseºen samo v lastni funkciji, ki pripada
λ0.
V primeru periodi£nega Sturm-Liouvilleovega problema (7) velja za
V = {u ∈ C2([a, b]);u(a) = u(b), u′(a) = u′(b), u ̸= 0}.
Dokaz lahko najdemo v [10, poglavje 6.4].
Dokaºimo zdaj izrek 4.14. Dokaz temelji na dokazu iz [4].
Dokaz izreka 4.14. Po lemi 4.16 je najmanj²a lastna vrednost L
λ0 = inf
u∈D,u̸=0
R(u) = min
u∈D,u ̸=0
∫︁ b
a
uL(u) dx∫︁ b
a
u2r dx
.
Tu smo lahko inmum zamenjali z minimumom, ker vemo, da taka funkcija u0 res
obstaja. Preostale lastne vrednosti dobimo tako, da i²£emo minimume Rayleighe-
vega kvocienta v ortogonalnih komplementih linearnih ogrinja£ do sedaj najdenih
lastnih funkcij. Ozna£imo lastne funkcije L z un za n ∈ N tako, da velja Lun = λnun
in naj bo U = {un;n ∈ N}. Predpostavimo ²e, da so lastne funkcije normirane, tj.
za n ∈ N je ∥un∥ = 1. Imamo
λ1 = min{R(u); ⟨u0, u⟩ = 0},
λ2 = min{R(u); ⟨u0, u⟩ = 0, ⟨u1, u⟩ = 0},
...
Ozna£imo ²e
Vn = Lin(u0, u1 . . . , un)⊥ ∩D, n ∈ N.
Zdaj lahko pi²emo
λ1 = min{R(u);u ∈ V0},
λ2 = min{R(u);u ∈ V1},
...
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Za dokaz kompletnosti moramo pokazati, da lahko vsako funkcijo f ∈ D zapi²emo
kot linearno kombinacijo lastnih funkcij. To pomeni, da je S = Lin(U) gost v D.
Ko dokaºemo, da je S gost v D, iz predpostavke, da je D gost v H, sledi, da je tudi
S gost v H in zato mnoºica U tvori bazo prostora H.
Pokaºimo, da ta implikacija drºi. Vzemimo neki f ∈ H in metriko d. Za poljuben
ϵ > 0 ºelimo najti fS ∈ S, da bo d(f, fS) < ϵ. Vemo, da lahko najdemo fD ∈ D,
da bo d(f, fD) < ϵ/2 in za ta fD lahko najdemo fS ∈ S, da bo d(fS, fD) < ϵ/2. Po
trikotni²ki neenakosti sledi
d(f, fS) ≤ d(f, fD) + d(fD, fS)
< ϵ/2 + ϵ/2
= ϵ,
kar dokaºe na²o trditev.
Pokaºimo zdaj, da je S res gost v D. Izberimo poljuben f ∈ D in tvorimo
funkcijsko vrsto
∞∑︂
n=0
f̂nun,
kjer je f̂n = ⟨f, un⟩ posplo²eni Fourierov koecient in pokaºimo, da ta vrsta konver-
gira k f . Delne vsote so o£itno elementi S, ozna£imo jih s
fN :=
N∑︂
n=0
f̂nun ∈ S.
Pokazali bomo, da gre napaka pri aproksimaciji f z delnimi vsotami
hN := f − fN
proti ni£, ko N → ∞, tj.
∥hN∥ → 0, ko N → ∞.
e gledamo pri ksnem N , je za m ≤ N
⟨hN , um⟩ = ⟨f − fN , um⟩
= ⟨f, um⟩ − ⟨
N∑︂
n=0
f̂nun, um⟩
= ⟨f, um⟩ −
N∑︂
n=0
f̂n⟨um, un⟩
= f̂m − f̂m
= 0.
Pri tem smo upo²tevali, da so razli£ne lastne funkcije paroma pravokotne in normi-
ranost lastnih funkcij. Sledi, da je hN ∈ VN in
λN+1 = min
u∈VN
R[u] ≤ R[hN ] =
⟨hN ,LhN⟩
∥hN∥2
.
Sledi
(8) ∥hN∥2 ≤
1
λN+1
⟨hN ,LhN⟩.
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Spomnimo se, da so lastne vrednosti sebi adjungiranega operatorja realne in zapi²imo
⟨hN ,LhN⟩ = ⟨f − fN ,Lf − LfN)⟩
= ⟨f,Lf⟩ − ⟨f,LfN⟩ − ⟨fN ,Lf⟩+ ⟨fN ,LfN⟩
= ⟨f,Lf⟩ −
N∑︂
n=0
⟨f,Lf̂nun⟩ −
∞∑︂
n=0
⟨fN ,Lf̂nun⟩+ ⟨fN ,LfN⟩
= ⟨f,Lf⟩ −
N∑︂
n=0
̄̂
fnλn⟨f, un⟩ −
∞∑︂
n=0
̄̂
fnλn⟨fN , un⟩+
N∑︂
n,m=0
f̂n
̄̂
fm⟨un,Lum⟩
= ⟨f,Lf⟩ − 2
N∑︂
n=0
̄̂
fnλnf̂n +
N∑︂
n=0
|f̂n|2λn
= ⟨f,Lf⟩ −
N∑︂
n=0
|f̂n|2λn.
Ker je limn→+∞ λn = +∞, obstaja nek N0, da je λn ≥ 0 za n ≥ N0. Za N > N0
dobimo
⟨f,Lf⟩ −
N∑︂
n,m=0
|f̂n|2λn = ⟨f,Lf⟩ −
N0∑︂
n=0
|f̂n|2λn −
N∑︂
n=N0+1
|f̂n|2λn
≤ ⟨f,Lf⟩ −
N0∑︂
n=0
|f̂n|2λn.
Iz zadnje neenakosti in (8) sledi
∥hN∥2 ≤
1
λN+1
(︄
⟨f,Lf⟩ −
N0∑︂
n=0
|f̂n|2λn
)︄
→ 0, ko N → ∞,
kar zaklju£i dokaz konvergence in s tem kompletnosti. □
Zapi²imo ²e izrek, kjer predpostavljamo ve£jo regularnost aproksimirane funkcije.
Izrek 4.17. Naj bo {vn}∞n=0 ortonormiran sistem vseh lastnih funkcij regularnega
ali periodi£nega Sturm-Liouvilleovega problema.
(1) Naj bo f odsekoma odvedljiva funkcija na [a, b]. Potem za vsak x ∈ (a, b)
razvoj f po lastnih funkcijah glede na sistem {vn}∞n=0 konvergira k [f(x+) +
f(x−)]/2, to je k povpre£ju leve in desne limite f v x.
(2) e je f zvezna in odsekoma odvedljiva funkcija, ki zado²£a robnim pogojem
danega Sturm-Liouvilleovega problema, potem razvoj f po lastnih funkcijah
glede na sistem {vn}∞n=0 enakomerno konvergira k f na intervalu [a, b].
S tem izrekom smo zaklju£ili razdelek o splo²nem Sturm-Liouvilleovem problemu.
V nadaljevanju bomo obravnavali dva zanimiva primera, ki imata tudi zikalno
ozadje.
5. Besselove funkcije
V tem razdelku si bomo ogledali Sturm-Liouvilleov problem, v katerem pripada-
jo£i operator v navadnem skalarnem produktu ni simetri£en, njegove lastne funkcije
pa so zelo pomembne Besselove funkcije. Povzeto po [12, poglavje 8.1].
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5.1. Besselova ena£ba. Oglejmo si motivacijo za obravnavo Besselovih funkcij.
Za£nimo z valovno ena£bo, ki se glasi
(9) ∆ψ(x⃗, t) =
1
c2
∂2ψ(x⃗, t)
∂t2
,
kjer je
x⃗ = (x1, x2, x3).
Zanimajo nas re²itve oblike
ψ(x⃗, t) = U(x⃗)e−iωt.
Po standardnem postopku separacije spremenljivk za U dobimo amplitudno ena£bo
∆U + k2U = 0, k :=
ω
c
.
Zapi²imo x⃗ v cilindrskih koordinatah (r, φ, z):
x1 = r cosφ, r ≥ 0,
x2 = r sinφ, −π < φ ≤ π,
x3 = z, z ∈ R
in naj bo
u(r, φ, z) := U(x1, x2, x3).
Izra£unamo lahko, da je
∆u =
1
r
∂
∂r
(︃
r
∂u
∂r
)︃
+
1
r2
∂2u
∂φ2
+
∂2u
∂z2
,
zato se amplitudna ena£ba glasi
1
r
∂
∂r
(︃
r
∂u
∂r
)︃
+
1
r2
∂2u
∂φ2
+
∂2u
∂z2
+ k2u = 0.
Glejmo primer, ko funkcija u ni odvisna od vi²inske koordinate z, torej
1
r
∂
∂r
(︃
r
∂u
∂r
)︃
+
1
r2
∂2u
∂φ2
+ k2u = 0
in poi²£imo re²itve oblike
u(r, φ) = R(r)F (φ).
Imamo
F
r
rR′ +
1
r2
RF ′′ + k2RF = 0.
e to ena£bo delimo z u = RF in mnoºimo z r2, dobimo
r(rR′)′
R
+
F ′′
F
+ k2r2 = 0.
Od φ je odvisen le srednji £len, zato je konstanten. Pi²imo
F ′′
F
= −ν2, ν ∈ C.
Sledita ena£bi
F ′′ + ν2F = 0,(10)
r2R′′ + rR′ + (k2r2 − ν2)R = 0.(11)
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Ena£ba (10) pove, da je F oblike
F (φ) = α sin(νφ) + β cos(νφ).
e ºelimo, da bo re²itev u zvezna na enotski kroºnici, mora biti ν celo ²tevilo. V
ena£bi (11) pi²imo z := kr in w(z) := R(r) in dobimo
(12) z2w′′ + zw′ + (z2 − ν2)w = 0.
To ena£bo imenujemo Besselova ena£ba, njene re²itve pa cilindrske ali Besselove
funkcije.
5.2. Besselove funkcije. Preden se lotimo re²evanja ena£be (12), denirajmo regu-
larne in singularne to£ke diferencialne ena£be. V tem delu se ukvarjamo z linearnimi
diferencialnimi ena£bami drugega reda, zato je tudi denicija temu prilagojena.
Denicija 5.1. Pravimo, da je z0 ∈ C regularna to£ka ena£be
(13) a(z)u′′(z) + b(z)u′(z) + c(z)u(z) = 0,
£e sta funkciji b
a
in c
a
analiti£ni v okolici to£ke z0.
Med to£kami, ki niso regularne, lo£imo ²ibke in krepke singularne to£ke.
Denicija 5.2. Singularna to£ka z0 ∈ C je ²ibka singularna to£ka diferencialne
ena£be, £e sta funkciji
z ↦→ (z − z0)
b(z)
a(z)
,
z ↦→ (z − z0)2
c(z)
a(z)
analiti£ni pri z = z0.
V knjigi [12, poglavje 5.3] je dokazano, da £e je to£ka z0 ²ibka singularnost ena£be
(13), potem obstajata dve linearno neodvisni re²itvi te ena£be oblike
v1(z) = (z − z0)ν1Ψ1(z),
v2(z) = (z − z0)ν2Ψ2(z),
ali pa oblike
v1(z) = (z − z0)νΨ1(z),
v2(z) = (z − z0)νΨ2(z) + h log(z − z0)v1(z),
kjer sta Ψ1 in Ψ2 analiti£ni v okolici to£ke z0.
Poi²£imo zdaj re²itve ena£be (12). Prepi²imo jo najprej v obliko
w′′ +
1
z
w′ − 1
z2
ν2w = −w.
Upo²tevajo£ zgornji deniciji vidimo, da ima ta ena£ba ²ibko singularnost v z = 0.
Frobeniusova metoda, ki je natan£neje opisana v [12, poglavje 5.4], pravi, da lahko
vsaj eno re²itev okoli ²ibke singularne to£ke z0 dane diferencialne ena£be poi²£emo
z nastavkom
w(z) = (z − z0)ν
∞∑︂
k=0
ck(z − z0)k, c0 ̸= 0,
ter da ta vrsta konvergira v krogu, ki sega do naslednje najbliºje singularnosti koe-
cientov diferencialne ena£be.
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Slede£e je prirejeno po [12, poglavje 8.2]. Vzemimo torej nastavek
w = zµ
∞∑︂
k=0
ckz
k
in ga vstavimo v ena£bo
z2w′′ + zw′ − ν2w = −z2w.
Sledi
∞∑︂
k=0
((µ+ k)(µ+ k − 1) + (µ+ k)− ν2)ckzµ+k = −
∞∑︂
k=0
ckz
µ+k+2,
kar je ekvivalentno
∞∑︂
k=0
((µ+ k)2 − ν2)ckzµ+k = −
∞∑︂
k=2
ck−2z
µ+k.
Primerjajmo koeciente na levi in desni strani:
(µ2 − ν2)c0 = 0
((µ+ 1)2 − ν2)c1 = 0
((µ+ k)2 − ν2)ck = −ck−2, k = 2, 3, . . .
Vemo, da je c0 ̸= 0, zato iz prve ena£be dobimo
µ = ±ν.
Opomba 5.3. e bi za nastavek izbrali vrsto, ki je ne bi mnoºili z zν , ne bi imeli
na voljo dodatnega parametra in bi morali dolo£iti c0 = c1 = 0. Za re²itev bi dobili
ni£elno funkcijo.
Izberimo µ = ν in ostane nam
(2ν + 1)c1 = 0
k(2ν + k)ck = −ck−2, k = 2, 3, . . .
Tem ena£bam bo zado²£eno, £e vzamemo
c2k+1 = 0, k = 0, 1, 2, . . . ,
c2k =
c2k−2
4k(ν + k)
, k = 1, 2, . . .
Po kraj²em ra£unu dobimo
c2k =
(−1)k
22kk!(ν + 1)k
c0, k = 0, 1, 2, . . . , ν ̸= −1,−2, . . . ,
kjer je
(ν + 1)k = (ν + 1)(ν + 2) · . . . · (ν + k)
Pochhamerjev simbol. Iz zgodovinskih razlogov izberemo
c0 =
2−ν
Γ(ν + 1)
,
iz £esar sledi
c2k =
(−1)k
k!Γ(ν + k + 1)
(︃
1
2
)︃ν+2k
.
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Vstavimo to v za£etni nastavek in dobimo
Jν(z) :=
∞∑︂
k=0
(−1)k
k!Γ(ν + k + 1)
(︂z
2
)︂ν+2k
.
Besselova ena£ba (12) je odvisna od ν, kar velja tudi za njeno re²itev. Vrsto ozna£eno
z Jν(z) imenujemo Besselova funkcija prve vrste. Na sliki 1 je narisan njen graf za
prvih nekaj naravnih ²tevil. Ker je ena£ba (12) drugega reda, Jν(z) ni edina re²itev
Slika 1. Besselova funkcija prve vrste Jn za n = 0, 1, 2, 3.
ena£be. Ena£ba (12) je neob£utljiva za transformacijo ν → −ν, zato je tudi J−ν(z)
njena re²itev. Zanima nas, ali je neodvisna od Jν(z).
Imamo torej dve re²itvi diferencialne ena£be. Abelova formula pove, da za deter-
minanto Wronskega
W (z) =
⃓⃓⃓⃓
Jν(z) J−ν(z)
J ′ν(z) J
′
−ν(z)
⃓⃓⃓⃓
= J−ν(z)J
′
ν(z)− J ′−ν(z)Jν(z)
velja
W (z) = W (z0)e
−
∫︁ z
z0
1
ζ
dζ
.
Odvajamo po z in dobimo
dW (z)
dz
= −W (z0)
1
z
e
−
∫︁ z
z0
1
ζ
dζ
,
za neki z0 ̸= 0, kar je ekvivalentno
dW (z)
W (z)
= −dz
z
.
e to zapi²emo kot odvod logaritma in vse skupaj integriramo, dobimo, da je
(14) W (z) =
C
z
,
za neko konstanto C.
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e je z blizu ni£ in ν ̸∈ Z, velja
Jν(z) ∼
zν
2νΓ(1 + ν)
(1 +O(z2)), J−ν(z) ∼
z−ν
2−νΓ(−ν)
(1 +O(z2)),
J ′ν(z) ∼
νzν−1
2νΓ(1 + ν)
(1 +O(z2)), J−ν(z) ∼
−νz−ν−1
2−νΓ(−ν)
(1 +O(z2)),
zato je
(15) W (z) ∼ − 2ν
Γ(1 + ν)Γ(1− ν)
1
z
(1 +O(z2)).
e po²ljemo zdaj z → 0 in primerjamo ena£bi (14) in (15), dobimo, da je
C = − 2ν
Γ(1 + ν)Γ(1− ν)
in posledi£no
W (z) = − 2ν
Γ(1 + ν)Γ(1− ν)
1
z
= − 1
Γ(ν)Γ(1− ν)
2
z
.
e upo²tevamo ²e relacijo med funkcijama gama Γ in beta B
B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y)
,
in da je
B(x, 1− x) = π
sin(πx)
,
dobimo
W (z) = −2 sin(νπ)
πz
.
Za ν ̸∈ Z sta torej Jν(z) in J−ν(z) neodvisni re²itvi. Poglejmo ²e primer, ko je
ν = n ∈ N. Denirajmo funkcijo J−n kot limito
J−n = lim
ν→n
J−ν
= lim
ν→n
∞∑︂
k=0
−1k
k!Γ(−ν + k + 1)
(︂z
2
)︂−ν+2k
=
∞∑︂
k=n
(−1)k
k!(k − n)!
(︂z
2
)︂−n+2k
= (−1)n
∞∑︂
k=0
(−1)k
(k + n)!k!
(︂z
2
)︂n+2k
.
Pri tem smo upo²tevali, da ima funkcija gama v negativnih celih ²tevilih in v ni£
pol, zato se prvih n £lenov izni£i. Pokazali smo, da sta za n ∈ N funkciji Jn(z) in
J−n(z) odvisni in velja zveza
J−n(z) = (−1)nJn(z).
Poiskati moramo torej ²e drugo re²itev. Opazimo, da je za ν ̸∈ Z in konstanti B1 in
B2 funkcija
u(z) = B1Jν(z) +B2Zν(z),
tudi re²itev za£etne ena£be. Tu smo za konstanti C1 in C2 denirali
Zν(z) := C1Jν(z) + C2J−ν(z).
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Nastavimo C1 = cot(νπ) in C2 = − 1sin(νπ) in dobimo tako imenovano Besselovo
funkcijo druge vrste, ki jo ozna£imo z Yν :
Yν(z) :=
Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)
sin νπ
.
Za ν = n ∈ Z je to nedolo£en izraz oblike 0
0
. Funkcijo Yn(z) dobimo preko
L'Hôpitalovega pravila tako, da deniramo
Yn(z) := lim
ν→n
∂
∂ν
[Jν(z) cos(νπ)− J−ν(z)]
∂
∂ν
sin νπ
.
Izkaºe se, da je
Yn(z) =
2
π
Jn(z)
(︂
ln
z
2
+ C
)︂
− 1
π
n−1∑︂
k=0
(n− k − 1)!
k!
(︂z
2
)︂2k−n
− 1
π
∞∑︂
k=0
(−1)k
k!(n+ k)!
(Ψ(n+ k + 1) + Ψ(k + 1))
(︂z
2
)︂n+2k
,
kjer je Ψ funkcija digama denirana kot
Ψ(z) :=
d
dz
log Γ(z) =
Γ′(z)
Γ(z)
.
Da se pokazati [12, poglavje 8.8], da je determinanta Wronskega za funkciji Jν in Yν ,
za vse realne ν, razli£na od ni£, zato sta ti dve funkciji neodvisni in tvorita sistem
re²itev Besselove ena£be. Na sliki 2 je narisan graf Besselove funkcije druge vrste za
prvih nekaj naravnih ²tevil.
Slika 2. Besselova funkcija druge vrste Yn za n = 0, 1, 2, 3.
5.3. Besselov operator. Oglejmo si zdaj ena£bo (11) z vidika Sturm-Liouvilleove
teorije. Povzeto po [12, poglavje 9.5].
e ena£bo (11) prepi²emo v obliko
−u′′ − 1
x
u′ +
ν2
x2
u = λu,
kjer je
λ = k2
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in
u(x) = R(x),
dobimo lastni problem za operator A
(16) Au = −u′′ − 1
x
u′ +
ν2
x2
u,
kjer denicijskega obmo£ja ²e nismo dolo£ili.
Predpostavimo, da funkcije iz domene operatorja A zado²£ajo regularnim ali pe-
riodi£nim robnim pogojem Sturm-Liouvilleovega problema na intervalu [a, b]. Opa-
zimo, da A ni Sturm-Liouvilleove oblike in torej ni simetri£en v obi£ajnem skalarnem
produktu. To po trditvi 4.5 popravimo tako, da za skalarni produkt vzamemo ⟨., .⟩r,
kjer je
r(x) =
1
p(x)
e
∫︁ q(x)
p(x)
dx
= e
∫︁
1
x
dx
= x.
Zgled 5.4. Operator A deniran v (16) za ν ̸= 0 opazujmo na domeni
DA = {u; u ∈ C2[0, a], u(0) ∈ R, u(a) = 0}.
Vemo, da ima ena£ba
Au = λu
splo²no re²itev
u(x) = BJν(
√
λx) + CYν(
√
λx).
Vendar Yν ̸∈ DA, saj v ni£ ta funkcija ni denirana, zato je
u(x) = Jν(
√
λx).
Pri tem pa mora λ zado²£ati pogoju
(17) Jν(
√
λa) = 0.
Pokazati, da ima ta ena£ba neskon£no re²itev, je isto, kot pokazati, da ima funkcija
Jν za poljuben ν neskon£no ni£el. Tu se skli£imo na [1], kjer je to dokazano.
Izra£unajmo ²e normo u. Napi²imo ena£bi, ki jima zado²£ata funkciji u in v
denirani kot
u(x) := Jν(px),
v(x) := Jν(qx),
za neki konstanti p in q, torej
x2u′′ + xu′ + (p2x2 − ν2)u = 0,
x2v′′ + xv′ + (q2x2 − ν2)v = 0.
Prvo ena£bo pomnoºimo z v
x
, drugo pa z u
x
ter potem obe ena£bi od²tejemo in
dobimo
x(uv′′ − u′′v) + (uv′ − u′v) + (q2 − p2)xuv = 0
oziroma
d
dx
(x(uv′ − u′v)) = (p2 − q2)xuv.
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To ena£bo integriramo in dobimo, da velja∫︂ a
0
xJν(px)Jν(qx) dx = a
pJ ′ν(pa)Jν(qa)− qJ ′ν(qa)Jν(pa)
q2 − p2
,
pri poljubnih p ̸= q. Od tod lahko v limiti q → p po L'Hôpitalovem pravilu in z
upo²tevanjem Besselove diferencialne ena£be za
uλ(x) := Jν(
√
λx)
dobimo
∥uλ∥2 =
a2
2
(︂
J ′2ν (
√
λa) +
(︂
1− ν
λa2
)︂
J2ν (
√
λa)
)︂
.
Da se pokazati, da je sistem ortonormiranih lastnih funkcij kompleten, glej [2]. Pou-
darimo pa, da je to singularen Sturm-Liouvilleov problem, zato se ne moremo sklicati
na teorijo iz razdelka 4. □
6. Mehanika
Diferencialne ena£be se uporabljajo za modeliranje razli£nih zikalnih pojavov.
Toplotna in valovna ena£ba sta dva tipi£na primera, pri katerih lahko preko separa-
cije spremenljivk dobimo ena£bo Sturm-Liuovilleove oblike.
Zgled 6.1. Oglejmo si model toplotnega toka na kon£nem nehomogenem nosilcu.
Zapisana parcialna diferencialna ena£ba je posplo²itev toplotne ena£be. I²£emo funk-
cijo u(x, t), ki je re²itev problema
ut −
1
r(x)m(t)
[(p(x)ux)x + q(x)u] = 0, a < x < b, t > 0,(18)
Ba[u] = αu(a, t) + βux(a, t) = 0, t ≥ 0,(19)
Bb[u] = γu(b, t) + δux(b, t) = 0, t ≥ 0,(20)
u(x, 0) = f(x), a ≤ x ≤ b.(21)
Pri tem predpostavimo, da koecienti p, q, r,m zado²£ajo
p, p′, q, r ∈ C[a, b], p(x), q(x) > 0, ∀x ∈ [a, b],
m ∈ C[0,∞), m(t) > 0, ∀t > 0.
Za konstante α, β, γ, δ ∈ R pa naj velja
|α|+ |β| > 0, |γ|+ |δ| > 0.
Pri uporabi metode separacije spremenljivk i²£emo re²itve oblike
u(x, t) = X(x)T (t),
kjer je X funkcija spremenljivke x in T funkcija spremenljivke t. e ta nastavek
vstavimo v (18) in upo²tevamo robna pogoja (19) in (20), dobimo, da mora X
zado²£ati Sturm-Liouvilleovemu robnemu problemu
(pX ′)′ + qX + λrX = 0, a < x < b,
Ba[X] = Bb[X] = 0.
e zdaj za funkcije p, q in r dolo£imo
p(x) = 1, q(x) = 0, r(x) = 1,
dobimo lastni problem za operator drugega odvajanja d
2
dx2
. □
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6.1. Hamiltonov sistem ena£b v klasi£ni mehaniki. V nadaljevanju se bomo
posvetili re²evanju problema kvantnega harmoni£nega nihala, najprej pa si oglejmo
nekaj osnov. Povzeto po [5, poglavje 1].
Opazujmo gibanje delca z maso m v potencialnem polju V (x⃗), kjer x⃗ predstavlja
poloºaj delca. Sila, ki deluje na delec, je
F⃗ = −grad V = −∇V.
Osnovni lastnosti delca sta njegov poloºaj x⃗ in hitrost v⃗. Ve£ina ostalih pa je funkcija
teh dveh, na primer gibalna koli£ina p⃗ = mv⃗, vrtilna koli£ina l⃗ = x⃗ × p⃗ in energija
E = m ||x⃗||
2
2
+ V (x⃗). Te funkcije imenujemo opazljivke.
Zapi²imo Newtonovi ena£bi gibanja
m
dv⃗
dt
= −∇V, dx⃗
dt
= v⃗.
e za osnovno spremenljivko namesto v⃗ uporabimo gibalno koli£ino p⃗ = mv⃗, se isti
ena£bi glasita
(22)
dp⃗
dt
= −∇V, dx⃗
dt
=
p⃗
m
.
Vemo, da lahko v klasi£ni mehaniki energijo delca v zaprtem sistemu zapi²emo
kot vsoto njegove kineti£ne in potencialne energije. e ozna£imo s T (p⃗) kineti£no
energijo in z V (x⃗) potencialno energijo, je njuna vsota funkcija x⃗ in p⃗. Imenujemo
jo Hamiltonian in zapi²emo kot
H(x⃗, p⃗) = T (p⃗) + V (x⃗)
=
1
2m
∥p⃗∥2 + V (x⃗).
e Hamiltonian odvajamo posebej po p⃗ in x⃗, dobimo
∂H
∂p⃗
:=
(︃
∂H
∂p1
,
∂H
∂p2
, . . . ,
∂H
∂pn
)︃
=
p⃗
m
,
∂H
∂x⃗
:=
(︃
∂H
∂x1
,
∂H
∂x2
, . . . ,
∂H
∂xn
)︃
=
(︃
∂V
∂x1
,
∂V
∂x2
, . . . ,
∂V
∂xn
)︃
= ∇V.
Ob upo²tevanju (22) pa sledi Hamiltonov sistem ena£b
(23)
∂H
∂p⃗
=
dx⃗
dt
, −∂H
∂x⃗
=
dp⃗
dt
.
Opazujmo zdaj delec v eni dimenziji. Potem ima sistem ena£b (23) obliko
(24) ẋ =
∂H
∂p
, ṗ = −∂H
∂x
.
Naj ima Cauchyjev problem za ta sistem z za£etnimi pogoji
x|t=0 = x0, p|t=0 = p0
enoli£no re²itev
x = x(x0, p0, t), p = p(x0, p0, t).
Naj bo f funkcija x in p, tj. f = f(x, p). e odvajamo f po £asu, dobimo
df
dt
=
∂f
∂x
dx
dt
+
∂f
∂x
dp
dt
.
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e upo²tevamo (24), lahko pi²emo
(25)
df
dt
=
∂H
∂p
∂f
∂x
− ∂H
∂x
∂f
∂p
.
e Poissonov oklepaj za funkciji f in g za sistem z n prostostnimi stopnjami deni-
ramo kot
{f, g} =
n∑︂
i=1
∂f
∂pi
∂g
∂xi
− ∂f
∂xi
∂g
∂pi
,
lahko enakost (25) zapi²emo kot
(26) ḟ = {H, f}.
6.2. Osnovni pojmi kvantne mehanike. V kvantni mehaniki je treba narediti
miselni preskok in na delce gledati druga£e kot pri klasi£nem modelu. Ko opazujemo
delce na mikroskopskem nivoju, se namre£ procesi ne odvijajo na vnaprej dolo£en
na£in, kot to predpostavljamo v klasi£ni mehaniki. Tam za masni delec za vsa
moºna stanja deniramo fazni prostor, katerega elementi so vektorji, ki predstavljajo
poloºaj delca in njegovo hitrost, Newtonovi zakoni pa napovedujejo, kako se bo delec
gibal skozi £as. Tak model dobro deluje za makroskopske predmete, ºal pa se ne
ujema z eksperimenti na zelo majhnih delcih, saj pri ve£ zaporednih poskusih nikakor
ne moremo zagotoviti enakega izida.
Izkaºe se, da je stanje delca dobro opisano z valovno funkcijo, ki jo dobimo z re-
²evanjem Schrödingerjeve ena£be. Statisti£na interpretacija valovne funkcije ψ(x⃗, t)
pravi, da je |ψ(x⃗, t)|2 gostota porazdelitve poloºaja delca x⃗ ob £asu t. Natan£neje,
(27) P (x⃗ ∈ Ω, t = t0) =
∫︂
Ω
|ψ(x⃗, t0)|2dx,
kar preberemo kot "verjetnost, da se ob £asu t0 delec nahaja na obmo£ju Ω, je enaka
integralu kvadrata absolutne vrednosti valovne funkcije v £asu t0 po obmo£ju Ω".
Pri tem smo predpostavili, da je integral kvadrata absolutne vrednosti funkcije ψ
po vsem prostoru enak 1.
Zanima nas, kateri matemati£ni objekti potem predstavljajo opazljivke. V kla-
si£nem modelu smo zanje lahko vzeli funkcije na faznem prostoru. Analog faznega
prostora je zdaj nek prostor funkcij. Za primeren objekt se izkaºejo sebi adjungirani
operatorji, ki delujejo na tem prostoru funkcij.
Denirajmo zdaj operatorje analogne koordinatam x⃗ in p⃗. Vse kvantne operatorje
prirejene klasi£nim opazljivkam bomo ozna£evali s streho.
Denicija 6.2. Operator prirejen i-ti prostorski koordinati poloºaja x̂i deniramo
kot operator mnoºenja s koordinato xi, torej s predpisom
x̂i : f ↦→ xif.
Operator prirejen i-ti koordinati gibalne koli£ine p̂i deniramo kot operator odvaja-
nja po i-ti prostorski koordinati pomnoºeni s konstanto −iℏ, torej s predpisom
p̂i : f ↦→ −iℏ
∂
∂xi
f.
Ozna£imo ²e
x̂ = (x̂1, x̂2, . . . , x̂n),
p̂ = (p̂1, p̂2, . . . , p̂n) = −iℏ∇.
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e v klasi£nem Hamiltonianu nadomestimo x⃗ in p⃗ z x̂ in p̂, dobimo operator
Ĥ(x̂, p̂) =
1
2m
p̂ · p̂+ V (x̂)
= − ℏ
2
2m
∇2 + V (x̂).
Ta operator predstavlja Hamiltonian v kvantni mehaniki. Zelo pomenljivo nastopa
v Schrödingerjevi ena£bi.
Denicija 6.3. Schrödingerjeva ena£ba se za vektor stanja ψ(x⃗, t) in Hamiltonian
Ĥ glasi
(28) iℏψt = Ĥψ.
6.3. Koresponden£ni princip. Zgoraj denirani operatorji niso izbrani £isto po-
ljubno. Analogne si klasi£ne in kvantne opazljivke ustrezajo pogoju, ki mu pravimo
koresponden£ni princip. Ta pravi, da mora za poljubni klasi£ni opazljivki F in G v
limiti, ko gre ℏ proti 0, veljati
ˆ︂{F,G} = 1
iℏ
[︂
F̂ , Ĝ
]︂
.
Preverimo, da to velja za p⃗ in x⃗. Za i, j = 1, 2, . . . , n imamo Poissonove oklepaje
ˆ︂{xi, xj} = 0,
ˆ︂{pi, pj} = 0,
ˆ︂{xi, pj} = δij.
Komutatorja prvih dveh pripadajo£ih kvantnih operatorjev sta
[x̂i, x̂j] = 0,
[p̂i, p̂j] = 0,
zadnjega pa izra£unajmo posebej. Za neko valovno funkcijo f je
[x̂i, p̂j]f = xi
ℏ
i
d
dxj
(f)− ℏ
i
d
dxj
(xif)
=
ℏ
i
(xi
df
dxj
− xi
df
dxj
− δijf)
= iℏδijf.
Torej je
[x̂i, p̂j] = iℏδij
in koresponden£ni princip drºi. Poleg teh relacij je zelo pomembna ²e relacija
ˆ︂{H,F} = 1
iℏ
[︂
Ĥ, F̂
]︂
,
ki velja v limiti, ko gre ℏ proti 0. Tu smo s H ozna£ili Hamiltonian in s F poljubno
opazljivko. Zapisana dejstva nas napeljejo na to, da ena£bo (26) iz klasi£ne mehanike
nadomestimo z ena£bo
(29) F̂t =
1
iℏ
[︂
Ĥ, F̂
]︂
.
Ta ena£ba podaja evolucijo sistema skozi £as, iz nje pa lahko izpeljemo Schrödin-
gerjevo ena£bo (28), glej [8, lecture 4, poglavje 3].
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Opomba 6.4. Ena£be (29) ne moremo izpeljati iz teorije klasi£ne mehanike.
6.4. Separabilne re²itve Schrödingerjeve ena£be v eni dimenziji. V tem
razdelku bomo pokazali, kako iskati separabilne re²itve Schrödingerjeve ena£be z
enodimenzionalno prostorsko komponento, tj. take valovne funkcije ψ(x, t), ki so
produkt funkcije poloºaja in funkcije £asa. Naj bo torej nastavek za iskano valovno
funkcijo
ψ(x, t) = X(x)T (t).
e to vstavimo v (28), dobimo
iℏX(x)T ′(t) = − ℏ
2
2m
X ′′(x)T (t) + V (x)X(x)T (t),
oziroma po deljenju z X(x)T (t)
iℏ
T ′
T
= − ℏ
2
2m
X ′′
X
+ V,
kjer smo zaradi preglednosti izpustili pisanje spremenljivk pri funkcijah.
Vidimo, da je leva stran ena£be odvisna samo od t in desna samo od x. e torej
odvajamo levo stran po x, dobimo 0, in enako, £e odvajamo desno stran po t. Leva
in desna stran sta torej enaki neki konstanti, ki jo ozna£imo z E. Dobili smo sistem
dveh navadnih linearnih diferencialnih ena£b, ki ju povezuje konstanta E. asovna
ena£ba se glasi
(30) T ′ = −iE
ℏ
T,
prostorska pa
(31) − ℏ
2
2m
X ′′ + V X = EX.
Re²itev ena£be (30) je
T (t) = e−iEt/ℏ.
Ena£bi (31) pravimo £asovno neodvisna Schrödingerjeva ena£ba. Dokler ne dolo£imo
potenciala V (x), je ne moremo bolj razre²iti.
6.5. Kvantno harmoni£no nihalo. Lotimo se zdaj re²evanja problema kvantnega
harmoni£nega nihala v eni dimenziji.
Potencial, ki ustreza klasi£nemu harmoni£nemu nihalu, je podan z
V (x) = kx2,
kjer je k > 0 koecient vzmeti. Sledimo standarnemu zapisu potenciala brez koe-
cienta k in denirajmo frekvenco nihanja
ω =
√︃
k
m
.
Problem kvantnega harmoni£nega nihala pomeni re²evanje Schrödingerjeve ena£be
za potencial
V (x) =
1
2
mω2x2,
torej re²evanje ena£be
(32) − ℏ
2
2m
ψ′′ +
1
2
mω2x2ψ = Eψ.
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Opomba 6.5. Privzamemo, da je odmik v −∞ in ∞ enak ni£, tj.
lim
x→±∞
ψ(x) = 0,
s tem ena£bi dodamo ²e robne pogoje. Re²ujemo torej singularen Sturm-Liouvilleov
problem.
Problem bomo re²ili algebrai£no s tako imenovanimi stopenjskimi operatorji. Pov-
zeto po [7, poglavje 2.3].
Zapi²imo najprej ena£bo (32) v obliki
1
2m
[p2 + (mωx)2]ψ = Eψ,
kjer je p = −iℏ d
dx
operator gibalne koli£ine. Ideja je, da Hamiltonian, torej operator
na levi strani, faktoriziramo. e bi imeli vsoto kvadratov dveh ²tevil, bi lahko
napisali
u2 + v2 = (iu+ v)(−iu+ v).
Ampak operatorji v splo²nem ne komutirajo, videli smo, da operator px ni enak
operatorju xp. Kljub temu razi²£imo delovanje operatorjev
a+ :=
1√
2ℏmω
(−ip+mωx),
a− :=
1√
2ℏmω
(ip+mωx).
Izra£unajmo produkt a−a+:
a−a+ =
1
2ℏmω
(ip+mωx)(−ip+mωx)
=
1
2ℏmω
[p2 + (mωx)2 − imω(xp− px)]
=
1
2ℏmω
[p2 + (mωx)2]− i
2ℏ
[x, p].
Po posebnem primeru iz razdelka 6.3 je
[x, p] = iℏ.
Ta rezultat je znan kot kanoni£na komutatorska relacija.
Zdaj lahko za produkt a−a+ pi²emo
a−a+ =
1
ℏω
H +
1
2
,
oziroma za Hamiltonian
H = ℏω
(︃
a−a+ −
1
2
)︃
.
Podobno dobimo za produkt a+a−
a+a− =
1
ℏω
H − 1
2
in Hamiltonian zapi²emo kot
(33) H = ℏω
(︃
a+a− +
1
2
)︃
.
Vidimo tudi, da za komutator [a−, a+] velja
[a−, a+] = 1.
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Trditev 6.6. e funkcija ψ zado²£a Schrödingerjevi ena£bi z energijo E, tj. Hψ =
Eψ, potem a+ψ zado²£a Schrödingerjevi ena£bi z energijo E + ℏω, tj. Ha+ψ =
(E + ℏω)ψ.
Dokaz. Ra£unajmo:
H(a+ψ) = ℏω(a+a− +
1
2
)(a+ψ)
= ℏω(a+a−a+ +
1
2
a+)(ψ)
= ℏωa+(a−a+ +
1
2
)(ψ)
= a+[ℏω(a+a− + 1 +
1
2
)(ψ)]
= a+(H + ℏω)ψ
= a+(E + ℏω)ψ.
Dobimo torej
H(a+ψ) = (E+ℏω)(a+ψ). □
Podobno dokaºemo, da je a−ψ re²itev z energijo E − ℏω, tj.
H(a−ψ) = (E − ℏω)(a−ψ).
Pokazali smo torej, da lahko, £e neko re²itev imamo, z operatorjema a+ in a− ge-
neriramo re²itve z ve£jo in manj²o energijo. To pa nas lahko pripelje v teºave,
saj negativne energije ne smemo dobiti. Naslednja trditev pove, da se to ne more
zgoditi.
Trditev 6.7. e ima H vsaj eno lastno vrednost E, potem je spekter H navzdol
omejen s ℏω
2
.
Dokaz. Naj bo ψE lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti E. Velja
HψE = EψE.
e upo²tevamo ena£bo (33), lahko to zapi²emo v obliki
(ℏωa+a− +
ℏω
2
)ψE = EψE.
e to ena£bo z desne skalarno mnoºimo s ψE, dobimo
ℏω⟨a+a−ψE, ψE⟩+
ℏω
2
⟨ψE, ψE⟩ = E⟨ψE, ψE⟩.
Ker sta si a+ in a− adjungirana operatorja, je to ekvivalentno
ℏω ∥a−ψE∥2 +
ℏω
2
∥ψE∥2 = E ∥ψE∥2 .
Od tod sledi spodnja meja
(34) E ≥ ℏω
2
. □
Vidimo, da enakost v (34) nastopi natanko tedaj, ko je
(35) a−ψE = 0.
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e re²imo to ena£bo, za re²itev dobimo stanje, v katerem ima sistem najmanj²o
energijo. Hkrati pa dokaºemo obstoj vsaj enega lastnega vektorja, tega pa lahko
potem z operatorjem a+ slikamo v vektorje z ve£jimi lastnimi vrednostmi.
Preden poi²£emo re²itev ena£be (35), se ²e prepri£ajmo, da je vsaka njena re²itev
lastni vektor Hamiltoniana H. Naj za vektor ψ0 velja
(36) a−ψ0 = 0,
potem je
Hψ0 = ℏωa+a−ψ0 +
ℏω
2
ψ0
=
ℏω
2
ψ0.
Razpi²imo ena£bo (36):
1√
2ℏmω
(ℏ
d
dx
+mωx)ψ0 = 0
ali druga£e
dψ0
dx
= −mω
ℏ
xψ0.
Re²itev te ena£be je
ψ0(x) = Ce
−mω
2ℏ x
2
.
Vemo, da lahko te funkcije normiramo, zanima nas ²e, £e je sistem lastnih funkcij
kompleten. To namre£ ne sledi iz Sturm-Liouvilleove teorije, saj je problem deniran
na celotni realni osi in ne na omejenem intervalu. Lastno funkcijo, ki pripada n-ti
lastni vrednosti izrazimo z a+ in ψ0 kot
ψn(x) = (a+)
nψ0
=
(︃
1√
2ℏmω
(ℏ
d
dx
−mωx)
)︃n
Ce−
mω
2ℏ x
2
= C
(︃
1√
2ℏmω
(ℏ
d
dx
−mωx)
)︃n−1(︄√
2ℏmω
ℏ
xe−
mω
2ℏ x
2
)︄
= C ′(a+)
n−1xe−
mω
2ℏ x
2
= (a+)
n−1ψ1(x).
e bi postopek nadaljevali, bi za n-to lastno funkcijo dobili
ψn(x) = Pn(x)e
−mω
2ℏ x
2
,
kjer je Pn polinom stopnje n. e pokaºemo, da so za n = 0, 1, 2, . . . funkcije xne−x
2
kompleten sistem, pokaºemo, da je tudi zgornji sistem lastnih funkcij kompleten.
Naslednjo trditev in njen dokaz najdemo v [11, poglavje 2, podpoglavje 2.6].
Trditev 6.8. Za n = 0, 1, 2, . . . funkcije xne−x
2
so kompleten sistem prostora kva-
dratno integrabilnih funkcij na realni osi L2(R).
Dokaz. Naj bo f ∈ L2(R) pravokotna na vse funkcije na²ega sistema, tj. za n =
0, 1, 2, . . . je ∫︂ ∞
−∞
f(η)ηne−η
2
dη = 0.
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Denirajmo funkcijo
F (z) =
∫︂ ∞
−∞
f(η)eiηz−η
2
dη.
Hitro vidimo, da je ta integral absolutno konvergenten za z ∈ C. e upo²tevamo
z = x+ iy, in da za vsa realna ²tevila x velja eix = cos(x)+ i sin(x), lahko pokaºemo,
da je F tudi holomorfna na C. Za n-ti odvod v to£ki 0 imamo
F (n)(0) = in
∫︂ ∞
−∞
f(η)ηne−η
2
dη = 0.
Ker je F analiti£na, sledi, da je njen razvoj v Taylorjevo vrsto enak 0, torej F (z) =
0, za ∀z ∈ C. Po drugi strani pa to pomeni, da je Fourierova transformiranka
g(x) = f(x)e−x
2
tudi ni£elna funkcija. Ker je g ∈ L1(R) ∩ L2(R), lahko zaklju£imo,
da je tudi g = 0 skoraj povsod in posledi£no ²e f = 0 skoraj povsod. □
Vidimo, da v£asih tudi za singularne Sturm-Liouvilleove probleme veljajo enake
lastnosti kot za regularne.
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Slovar strokovnih izrazov
adjoint operator adjungiran operator
Bessel equation Besselova ena£ba
Diferencialna ena£ba posebne oblike.
Bessel function Besselova funkcija
Re²itev Besselove ena£be.
correspondence principle koresponden£ni princip
Princip, ki povezuje kvantne in klasi£ne opazljivke.
cylinder functions cilindrske funkcije
eigenfunction lastna funkcija
Funkcija f , ki za nek operator A zado²£a Af = λf za pripadajo£o lastno vrednost
λ.
Frobenius method Frobeniusova metoda
Metoda za re²evanje diferencialnih ena£b posebnega tipa.
Hamilton's system of equations Hamiltonov sistem ena£b
Hamiltonian Hamiltonian
Opazljivka, ki predstavlja skupno energijo.
observable opazljivka
Merljiva zikalna koli£ina.
Poisson bracket Poissonov oklepaj
quantum harmonic oscillator kvantno harmoni£no nihalo
Analog klasi£nega harmoni£nega oscilatorja v kvantni mehaniki.
quantum mechanics kvantna mehanika
Schrödinger equation Schrödingerjeva ena£ba
Linearna parcialna diferencialna ena£ba, ki je analog drugega Newtonovega zakona
v kvantni mehaniki.
singular point singularna to£ka
Sturm-Liouville operator Sturm-Liouvilleov operator
Sturm-Liouville problem Sturm-Liouvilleov problem
Linearna diferencialna ena£ba drugega reda hkrati z robnimi pogoji.
wave function valovna funkcija
Funkcija, ki predstavlja stanje kvantnega sistema.
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